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DEFINITIONS ET NOTATIONS 
On emploie systematiquement le mot “groupe” a la place de “groupe 
abelien saris torsion” et les expressions “groupe libre” et “groupe ordonnt” 
pour “groupe abtlien libre” et “groupc abelien totalement ordonne.” 
Si (AnLsN est une suite de groupes, on note respectivement x ,,A,, et 
+ .A, le produit direct des A,, et la somme directe des A,. Pour tout 
groupe A et tout entier n, on note respectivement x “A, x A et +A le 
produit direct de II copies de A, le produit direct de w copies de A et la 
somme directe de w copies de A. 
Si x est un element d’un groupe ordonne A, on note x+ celui des 
elements x, -x qui est 20. Un sous-groupe B dun groupe ordonne A est 
dit conuexe dans A si on a x+ < yt pour tout x E B et tout y E A - B. 
Si A et B sont des groupes ordonnes, A G B designe le groupe A x B 
muni de I’ordre lexicographique: (a, b) < (a’, b’) si et seulement si a < a’ ou 
(a = a’ et b cb’). Si (A,),, N est une suite de groupes ordonnes, on note 
respectivement G .A, et $ ,,A, les groupes x ,,A,, et + ,,A,, munis de l’or- 
dre lexicographique: (u,), E N < (b,), E rm si et settlement si il existe un entier 
n tel que u,, < h, et u,,, = b, pour tout entier m <n. Si A est un groupe 
ordonni et n un entier, on note respectivement G “A, 2 A, et $ A le 
produit direct de n copies de A, le produit direct de o copies de A, et la 
somme directe de cc) copies de A, munis de l’ordre lexicographique. 
Conformtment 2 [ 11, 1’Pquivalence tlkmentuire de deux structures M, N 
(par exemple, des groupes ordonnb) est notee Mr N. 
La notion de (a, co)-Pquivulence Pldmentaire, ou equivalence pour le 
langage L,, , est definie dans [9] pour chaque cardinal infini a. Elle 
entraine l’equivalence Clementaire des structures consider&es. 
On dit que des structures M, N sont (co, co)-tlhentairement kquivalentes 
si elles sont (a, o)-Clementairement equivalentes pout tout cardinal infini a. 
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Dans le cas des structures dtnombrables, la (co, o)-equivalence tlementaire 
equivaut a l’isomorphisme. 
1. ENONCB DES PRINCIPAUX R~JLTATs 
TH~OR~ME 1.1. Soient A un groupe libre dknombrable ordonnk, G un 
groupe dknombrable ordonnk et n 3 1 un entier. Si GE ( x “A) G 6, alors, 
GrA G G. 
EXEMPLES DE GROUPES LIBRES DkNOMBRABLES ORDONNhs. LeS @-orapes 
abeliens saris torsion de type fini et +Z sont libres et d~nombrables. &e 
groupe A = Z[J5] es isomorphe a Z x Z, mais A muni de l’ordre in t . 
r celui de IL! n’est pas isomorphe au produit lexicographique Z 2 Z. En 
t, l’ordre dtfini sur A est un ordre dense alors que, dans Z x Z, ik 
n’existe aucun Clement x qui vtrifie (0, 0) < x < (0, 1). 
La demonstration du theoreme 1.1 repose essentiellement sur le lemme 
suivant: 
LEMME 1.2. Soit A un groupe libre dekombrable ordonnk. Soit G un SOMS- 
groupe dtkombrable de x A contenant $ A et muni de i’ordre induit par celui 
de 2 A. Alors, G et A 2 G sont isomorphes. 
La gtneralisation de ce lemme fait l’objet de la proposition ci-apres. 
Cette generalisation r&pond a une idee exprimee par V. Weispfenning, au 
tours du Premier Symposium International sur les Structures Algebriques 
rdonnees qui s’est tenu a Marseille en juin 1984, alors que je faisais 
de divers resultats repris dans le present article. 
PROPOSITION 1.3. Soit A une groupe libre ordonnt. Soit G un sous-groupe 
de x A contenant + A et muni de I’ordre induit par celui de x A. AEors, G et 
A 2 G sont (co, co)-klt!mentairement dquivalents. 
&es generalisations dire&es du theoreme 1.1 sont rtfuttes par les exem- 
ples qui suivent: 
CONTRE-EXEMPLE 1.4. I1 existe un groupe ordon& non d~nomb~a~le G 
qui vdr$e Z G Z 2 GE G saris v&r$er U 2 G z 6. 
CONTRE-EXEMPLE 1.5. II existe des groupes d~nombrab~es ordonPz&s A, G 
qui &rifient A g A 2 GE G saris v&rl~ier A 2 G z G. 
454 FRANCIS OGER 
TH~OR~ME 1.6. Si B et D sont des groupes ordorm&, les propri&b 
suivantes sont Pquivalentes: 
(1) x(B 2 D)= x(D ;i B). 
(2) Pour tout groupe ordonnt G, si G = B G D G G, alors, 
G=D 2 G. 
Ces propriCk% ne sont pas toujours veritiees; on a, en effet: 
CONTRE-EXEMPLE 1.7. Les groupes B= Z et D = H[fi], munis de 
I’ordre induit par celui de 52, ne vhfient pas G (B 2 D) = 2 (D G B). 
EXEMPLE 1.8. Les groupes B = Z et D = Q, munis de leur ordre naturel, 
vhzjient 2 (B x D) E x (D 2 B), mais non 2 (B 2 D)r 2 (D G B). 
Le resultat suivant est obtenu a partir du thtoreme 1.6 en posant 
B= G-1 A et D = A, pour chaque entier n 3 1: 
COROLLAIRE 1.9. Pour tous groupes ordonnh A, G et tout entier n 2 1, si 
G=(G”A) G G, alors, G=A 2 G. 
Remarque 1. Contrairement au theoreme 1.1, le corollaire 1.9 est vrai 
saris aucune hypothese sur les groupes ordonnes A, G. Ainsi, le groupe 
ordonne G du contre-exemple 1.4 verifie Z 2 G = G. De m&me, les groupes 
ordonnes A, G du contre-exemple 1.5 vtritient A G G = G. 
Remarque 2. F. Delon d&nit dans [3] un procede qui lui permet de 
ramener aux resultats &non& ci-dessus certains problbmes d’equivalence 
Clementaire et d’isomorphisme entre corps de series formelles. 
2. DEMONSTRATION DU THBOR~ME 1.1 ET DE LA PROPOSITION 1.3; 
RkSULTATS ANALOGUES POUR LES GROUPES SANS RELATION D'ORDRE 
Avant de prouver le thtoreme 1.1 et la proposition 1.3, nous allons, a 
titre de comparaison, lnoncer des rtsultats analogues, deja connus, pour 
les groupes saris relation d’ordre: 
PROPOSITION 2.1. Soient A un groupe libre dhombrable, G un groupe 
dknombrable et n > 1 un entier. Si G z ( x “A) x G, alors, G z A x G. 
DPmonstration. Notons N l’intersection des noyaux des homo- 
morphismes de G vers L. D’aprb [7, Corollaire 19.3, p. 941, il existe un 
sous-groupe libre L de G tel que L n N = (0) et tel que G soit engendre par 
L et N. On peut, des lors, supposer saris inconvenient G = L x N. 
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Avec cette hypothbse, on a ( x “A) x G = (( x “A) x L) x N. 
l’intersection des noyaux des homomorphismes de ( x “A) 
( x “A) x k est un sow-groupe libre de ( x “A) x G. Si f est un isomorph 
de G vers ( x “A) x G, la restriction de f a N est un automorphisme de 
f induit par passage au quotient un isomorphisme 
( x “A) x L z (( x “A) x G)/N. Par consequent, soit %e rang 
Z-module est dknombrable, soit A est rkduit A {S>. Dans 
A x L sont isomorphes, puisque le rang de A en tant que Z-module est au 
plus dinombrable. Qn a done A x G = A x L x A4 cz L x = G. 
II rtsulte du corollaire 1 de [2] et du co~tre-e~emp~e 1.5 que la 
proposition 2.1 et le theoreme 1.1 ne sont plus vrais si on ne suppose pas A 
libre. Dans le cas A = Z, le thtoreme principal de [6] et le contre-exem- 
ple 1.4 montrent que la proposition 2.1 et le thkorkme 1.1 ne s’ttendent 
a G non dtnombrable. 
Dans le cas des groupes saris relation d’ordre, la proposition 1.3 est vraie 
sow des hypotheses plus gtnerales. En effet, il resulte de [4, 
Theoreme 54.18, p. 3831 que deux groupes o,-libres de rang infini sent 
(co, w)-elementairement equivalents. Si A et un group li 
groupe de rang infini de x A, le critere de Pontryagin permet de montrer 
que G et A x 6 sont w,-libres, et done (co, o)-ilementairement equivalents 
(voir [7: Theoremes 19.1 et 19.2, pp. 93, 941). 
La premikre &ape de la dkmonstrati n du thtoreme I.1 t constituee 
par le lemme suivant, que nous aurons ailleurs I’occasion rtutihser: 
LEMME 2.2. Soient H, K des groupes ordonnb et f un isomar~~isme de 
G K vers K. Identifions K au sous-groupe (0 j x K et fd ~~end~rnQr~~isme 
x + (Q,f(x)) de Hx K. Alors, le sous-groupe M= n,,, N f”(K) est comexe 
dans K et le groupe ordon& K/M est isomorphe ci un 
contenant + H et muni de I’ordre induit par celui de G 
kmonstration. On pose H, =f “(H) et K, =f”(K) pour 
restrictions def” a H et K sont respectivement des isomor 
vers H, et de K vers K,,. 
Pour chaque entier n, il existe un et un seul isomorph~sm~ 
g,: X-i H, 2 .. x H, 2 K,, tel que g,,(x) =x pour tout x a~partena~t a 
I’un des sous-groupes HI,..., H,, Kn. En effet, on a g, = id, et, pour to 
entier n > 1, g, se dkduit de g,_ , au moyen du diagramme commutatif: 
f 
I i 
r 
K --%N, x H, ;: ..’ x 
451/109,'2-12 
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06 J‘est definie en posant f(x) =f(x) p our tout x appartenant a l’un des 
sous-groupes H, H, ,..., H+ 1, K,- 1 et grip 1 en posant g,- r(x) = x pour 
tout XE H et g,-,(x)=g,-r(x) pour tout XEK. 
Ainsi, les K,, forment une suite decroissante de sous-groupes convexes de 
K et leur intersection M est tgalement convexe dans K. 
Chaque g, dtfinit, par passage au quotient, un homomorphisme surjectif 
h,: K/M-+H, G *.. 2 H,,z(H, 2 ... 2 H, 2 K,)/K,,, dont le noyau est 
KJM. Pour tous entiers n <p, on a le diagramme commutatif: 
/ 
hp 
KIM 
H, ; ... ; H,z(H, x ... i? H,)/(H,+, 2 ‘.. x HP). 
On obtient a partir des h,, par passage a la limite projective, un 
homomorphisme h: K/M -+ 2 n a 1 H,. L’intersection des noyaux des h, 
ttant reduite a {0}, l’homomorphisme h est injectif. De plus, h(K/M) con- 
tient + n b r H,. En effet, si (a,), a r est un Clement de + n a 1 H,,, la somme 
c es1 4, qui ne comporte qu’un nombre tini de termes non nuls, est detinie 
dam K et on a (a,),, 1 = KL, l a,). 
Ceci termine la demonstration du lemme 2.2, puisque les H,, sont 
isomorphes a H. 
Atin de dtmontrer le theoreme 1.1, on applique le lemme 2.2 pour les 
groupes ordonnts H = G “A et K = G. Le sous-groupe M = fin E N f”(G) est 
convexe dans G et le groupe ordonne G/M est isomorphe a un sous-groupe 
denombrable de x ( x “A) contenant + ( x “A) et muni de l’ordre induit par 
celui de 2 ( 2 “A). 
Le groupe libre denombrable A est isomorphe a un sous-groupe de x Z. 
La m&me propriete est vraie pour x ( x “A) puisque x ( x “( x Z)) est 
isomorphe a x Z. Ainsi, G/M, en tant que groupe, est isomorphe a un 
sous-groupe denombrable de x Z et il resulte de [7, Theorbme 19.2, p. 941 
que G/M est libre. 
Considerons une base (xJiEi du groupe libre G/M et, pour tout ie i, un 
representant yi de xi dans G. Le sous-groupe N de G engendre par les yi 
veritie NnM= (0) et G est engendre par N et M. On a GzN x Mz 
(G/M) G M puisque M est convexe dans G. 
Pour dtmontrer que A G G est isomorphe a G, il s&it done de prouver 
que A 2 (G/M) est isomorphe a G/M. 
Conformement au lemme 1.2, cette derniere propritte est vraie d&s lors 
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que le groupe ordonne G/M est isomorphe a un sous-groupe d~nombrab~c 
de x A contenant +A et muni de l’ordre induit par celui de 2 A. 
Or, on a deja vu que G/A4 est isomorphe a un s groupe denombra 
de x ( x “A) contenant + ( x “A) et muni de l’o induit par celui 
C+?Y). D’autre part, il existe un isomorphisme nature1 
h: G ( X “A) 4 GA vtritiant h( + ( x “A)) = +A. Get ~somorpb~sme est 
defini comme suit: un element de x ( x “A) s’ecrit x = (x~)~~ V avec 
xk E x “A pour tout entier k; chaque xk s’ecrit a son tour xk = (x~,,)~ S (<?, ! 
avec xk.! E A pour 0 d I< n - 1; on pose h(x) = (y,),-, N avec y,zkT, = -Y~.~ 
quels que soient les entiers k E N et 0 d Id n - 1. 
~~~Q~s~ra~ion de la proposition 1.3. Gonformement a [9, Thtoreme 2, 
p. 4101, les proprietes suivantes sont equivalentes pour des structures 
) N: 
(I ) M et N sont (co, o)-Clementairement equivalentes; 
(2) I1 existe une famille non vide i d’isomorphismes de sous-struc- 
tures de type hni de A4 vers des sous-structures de N telle que: 
(a) pour tout x E A4 et tout fE ii, il existe g 6 i prolongeant f et tel 
que x appartienne au domaine de g, 
(b) pour tout y EN et tout ,f~ i, if existe g E i prolongea~t S et teB 
que y appartienne a i’image de g. 
La propriete (2) peut etre Cvidemment remplacee par: 
(3) 11. existe une famille non vide i d’isomorphismes de sous-struc- 
tures de vers des sous-structures de N verifiant (a) et ( 
En effet, si i est une telle famille, la famille j des restrictions d’tltments 
de i a des sous-structures de type fini de M verifie encore (a) et (b). 
Pour Ctabhr la proposition 1.3, il suffit de prouver que %es groupes 
ordonnes G et A x G verifient (3). Nous montrerons, plus ~r~eis~rne~t~ 
qu’il existe une famille non vide i d’isomorphismes de sous-structures du 
groupe ordonne G vers des sous-structures du groupe ordorme R x C 
verifiant (a) et (b) et telle que l’on ait f(x) - ( 9 X)EA x (+A) pour tout 
SE i et tout x appartenant au domaine deJ: 
Nous allons voir, tout d’abord, qu’il suffit d’etablir ce dernier resultat 
dans Ie cas ou G est un sous-groupe isole de x A (un sous-groupe N d’un 
groupe est dit isol& dans M si, pour tout x E A4 et tout entier n > 1, 
N entraine x E N). 
a methode, pour cela, consiste a passer de G a I’ensemble des 
elements x E x A pour lesquels ill existe un entier lp >/ I tel que nx E 6. Le 
groupe x A Ctant abelien sans torsion, P-I est un sous 
pour tout x E G et tout entier n 3 1, il existe au plus 
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que ny = x. Ainsi, H est, comme G, un sous-groupe dtnombrable de x A 
contenant +A. De plus, H est isole dans x A. 
Enfin, si f est un isomorphisme dun sous-groupe S de H vers un sous- 
groupe T de AxH et si on af(x)-(O,x)EAx(+A) pour tout XES, 
alors, la restriction de f a Sn G est un isomorphisme de Sn G vers 
Tn (A x G). En effet, pour tout XE S, on a f(x) - (0, x) E 
A x ( + A) c A x G et f (x) appartient a A x G si et seulement si (0, x) appar- 
tient a A x G si et seulement si x appartient a G. 
Ainsi, ttant donnte: 
une famille non vide i d’isomorphismes de sous-structures du groupe 
ordonne H vers des sous-structures du groupe ordonne A 2 H verifiant (a) 
et (b) et telle que l’on ait f (x) - (0, x) E A x ( +A) pour tout f E i et tout x 
appartenant au domaine def, on obtient: 
une famille non vide d’isomorphismes de sous-structures du groupe 
ordonne G vers des sous-structures du groupe ordonne A 2 G veritiant (a) 
et (b), en considerant: 
la famille d’applications j obtenue en restreignant chaque f E i a l’inter- 
section de son domaine avec G. 
Des lors, il suffit de montrer, dans le cas ou G est un sous-groupe isolt 
de x A, qu’il existe une famille non vide i d’isomorphismes de sous-struc- 
tures du groupe ordonne G vers des sous-structures du groupe ordonnt 
A 2 G verifiant (a) et (b) et telle que l’on ait f (x) - (0, x) E A x ( + A) pour 
tout f E i et tout x appartenant au domaine deJ: 
Ce dernier resultat est consequence du lemme 2.3 Cnonce ci-dessous, 
aussitot apres la definition. 
DEFINITION. Soient M un groupe et S un sous-groupe de M. Un sous- 
groupe T de M est un supplementaire de S dans M si tout element de M 
s’ecrit de man&e unique x = y -I- z avec y E S et z E T. 
LEMME 2.3. Soit A un groupe libre ordonne. Soit G un sous-groupe isole 
de x A contenant + A et muni de I’ordre induit par celui de 2 A. Pour tout 
entier r, notons G, le sous-groupe convexe de G form6 par les elements qui 
s’ecrivent x = (x~)~~ rm avec xi = 0 pour i < r. Soient n 2 1 un entier, K un sup- 
plemen taire de G, dans G, L un supplementaire de (0 > x G, _ 1 dans A x G et 
fi K + L un isomorphisme de groupes ordonnes tel que f(x) - (0, x) E 
A x ( + A) pour tout x E K. Alors: 
(1) Pour tout u E G, il existe un entier p 3 n, un supplementaire M de 
G, dans G contenant K et u, un supplementaire N de (0) x G,- 1 dans A x G 
contenant L et un isomorphisme de groupes ordonnts h: M + N prolongeant f 
ettelqueh(x)-(O,x)EAx(+A)pourtoutxEM. 
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(2) Pour tout v E A x 6, il existe un entier p 3 n, un s~ppl~me~ta~re 
de G, dans G con tenant K, un supplkmen taire N de (0 > x G, _ I dans A x G 
contenant L et v et un isomorphisme de groupes ordonn + IV 
proiongeant f et tel que h(x) - (0, x) E A x ( + A) pour tout x E 
L%monstration de (1). Si u appartient a K, on pose p = n, M = K, N = L, 
et h=f: 
Sinon, if existe des elements v E K et w E G, - (0) pour lesquels u = v + MJ. 
11 existe egalement un plus grand entier r tel que w E Y( x A) et, pour cet 
entier I, un unique Clement x E x A tel que w = rx. L’ClCment x appartient a 
G puisque G est isole dans x A. Un sous-groupe M de G 
x contient aussi u = v + rx. Done, si la propriete (1) est vr 
aussi vraie pour u. 
I1 nous suffit par consequent de demontrer (1) dans le cas oh u = (cz~)~~ b 
avec ak E A pour tout entier k et ak = 0 pour k < n, les ak etant tels 
pour chaque entier r 3 2, il existe un entier k 3 n pour lequel ak n’ap 
tient pas a rA. 
Notons p le plus petit entier pour lequel il n’existe aucun entier r > 2 Lzl 
que a,,..., app 1 appartiennent tous a rA; posons V= (bk)kE N avec b,= ak 
our k <p - 1 et 6, = 0 pour k >p; soit R l’ensemble des elements de x A 
ui s’ecrivent x = (x~)~~ N avec x,=0 sauf si n<kdp-1. 
Le groupe R est un supplementaire de G, dans G,,. I1 est isomorphe B 
x Pp”A et done libre comme A. Par consequent, 1’ClCment v, qui n’appar- 
pour aucun entier r 3 2, peut etre complete en une base E de R. 
sowgroupe S de G engendre par (E - (II} ) u {u> es%, Bui aussi, un sup- 
entaire de G, dans G,. 
n note M le supplementaire de G, dans G engendre par S et K; 
un sous-groupe convexe de A4 et K est un supplementaire de S dans 
I1 nous reste a definir un supplementaire N de (0) 
contenant L et un isomorphisme de groupes o 
prolongeant Set tel que h(x) - (0, x) E A x ( + A) pour 
Pour ceia, on dtfinit tout d’abord un homo 
g: S -+ A G G veritiant g(x) - (0, x) E A x ( + A) pour tout 
T= g(S) soit un supplementaire de (0) x 6, ~ r dans (0) x GE _ r : chaque 
Clement de S s’ecrit x = (x~)~~ N avec x,=0 pour k<n-I; on psse 
i?(x) = (03 (Y&c N) avec yk=xk+r pour kdp-2 et y,=xk pour k>p- I. 
Si x est > 0, alors, il existe un entier k vtrifiant n < k <p - 1 tel que xk > 0 
et x,=0 pour tout l<k-1; on a y,=O pour E<k-2 et ykmI)O, d’oti 
>Oetg(x)E((0)xG,~l)-((O)xGp-,). 
n note N le supplementaire de (0) x G,_ I dans A x G engendre par 
T= g(S) et L; T est un sous-groupe convexe de N et L est un s~p~~~~e~- 
taire de T dans N. On dtfinit li’isomorphisme de groupes ordonnts 
kr: M-+ N en posant h(x) =g(x) pour tout XE S et /z(x) =f(x) pour tout 
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XE K; on a h(x)- (0, x) EA x (+A) quel que soit xE M, puisque cette 
propriete est vraie pour tout x E S u K. 
Dc!monstration de (2). Cette demonstration est calquee sur celle de (1). 
On observe, tout d’abord, qu’il suffit de considtrer les elements u de 
(0) x G,- 1 qui n’appartiennent a r(A x ( x A)) pour aucun entier r > 2. 
Puis on Ctablit que, si u est un tel Clement, alors, il existe un entier p 2 n et 
un suppltmentaire T de (0) x Gpp 1 dans (0) x G, _ 1 qui contient v; on 
note N le supplementaire de (0) x G, ~ 1 dans A x G engendre par T et L. 
On d&nit comme suit un isomorphisme g de T vers un supplementaire S 
de G, dans G,: tout Clement de T s’ecrit y = (0, (yk)ke rm) avec y, =0 pour 
k 6 n - 2; on pose g(y) = (xJkt N avecx,=O, xk=ykmI pour l<k<p-1 
et xk=yk pour k3p; on a g-‘(x)-(O,x)EAx(+A) pour tout 
xES=g(T). 
On note M le supplementaire de G, dans G engendre par S et K et on 
definit l’isomorphisme h: M + N en posant h(x) = g-‘(x) pour tout x E S et 
h(x) =f(x) pour tout x E K. 
3. CONSTRUCTION ET ~JDE DES CONTRE-EXEMPLES 1.4 ET 1.5 
CONTRE-EXEMPLE 1.4. On note G (resp. H) le sous-groupe ordonne de 
X Z constitue par les elements x = (x k kc N pour lesquels il existe un entier ) 
II tel que xk =0 pour tout entier pair (resp. impair) k>n. 
Les applications G + Z g Z G G: (xk)kpN + (x0, x1, (xk+JkE N) et 
H -+ Z 2 G: (x~)~~ rm + (x0, (xk+ l)kt N) sont des isomorphismes de 
groupes ordonnes. Nous allons demontrer par l’absurde que les groupes 
ordonds G z Z 2 Z 2 G et H r Z 2 G ne sont pas isomorphes. 
Pour chaque entier iz, on note G, (resp. H,) l’ensemble des elements de G 
(resp. H) qui s’tcrivent x = (x~)~~ rm avec x,=0 pour tout k<n; on pose 
en = (an,dks N avec an,n = 1 et an,k =0 pour k fn. Les seuls sous-groupes 
convexes de G (resp. H) sont les G, et (0) (resp. les H, et (0)). Pour tout 
entier ~1, e, + G,, 1 (resp. e, + H, + 1 ) est l’ensemble des elements positifs 
XEG-G,+~ (resp. XEH-H,,,, ) qui veritient x < 2y quel que soit 
l’element positif y E G - G, + 1 (resp. y E H - H, + 1). Ainsi, un isomorphisme 
f: G + H verifie necessairement f(G,) = H,, et f(e, + G, + 1) = e, + H, + 1 
pour tout entier n. 
Si f est un tel isomorphisme, on d&nit une suite d’entiers impairs 
(k(n), t N en posant k(0) = 1 et en notant, pour chaque entier II, k(n + 1) le 
plus petit entier impair k > k(n) tel que l’on aitf(e,(,)) = (y[)[, N avec yI = 0 
pour tout entier impair I B k. On note x = (x~)~ E N l’eltment de G obtenu 
en posant x+) = 1 pour tout entier n et xk = 0 pour tout entier k different 
des k(n). 
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Pour tout entier n, on a X- (e,(,) + ... + ekcn)) E Gk(nI+i et done 
fCx1 - Wek(0J + . . . +f(ekc,J) E Hkcnj+ 1. Les comments f(ek,,,i,.-, 
f(ekcn- 1 ,) appartiennent tous au sous-groupe de M engendre par 
coy-, @k(n)- 1 et Hkcnj+ 1. @I a f (ekcn)) E ek(,?) + Hk(*)+ 1. 
x)-e+) appartient au sous-groupe de engendrt par e,,..., ekcn).., 1 et 
k(n) + 1’ 
On a done ftx) = bk)ke N avec ykcnJ = I pour tout entier n et 1’CEment 
f(x) ne peut appartenir a H db lors qu’il existe une infinite d’entiers 
impairs k pour lesquels yk = 1. 
CONTRE-EXEMPLE 1.5. On note (p,),, N la suite des entiers naturels 
premiers, ranges par ordre croissant. Pour tout entier n, on se donne un 
groupe ordonne A, isomorphe au sous-groupe ordonne de Q! constitue par 
les elements de la forme a/p: avec a E Z et k E N. n suppose les A, dis- 
joints, pour plus de commodite, et on note 1, l’image de 1 dans A,, 
tout entier n. On pose A = ? n A,. 
Pour chaque a E Z, on considere dans x A I’element U, = (u,(n)), E N avec 
u,(n) = 0 pour tout entier nature1 n < -a et u,(n) = 1, + u pour tout entier 
naturei 123-a. On a, par u-1 = (0, lo, 11, 1, ,... ): 
uo= (lo, 11, 12, 13,...), u1=(11, I,, 13, 14>...). note G (resp. H) le sous- 
groupe ordonne de g A engendre par + A et les uza (resp. les uza + i). 
Les applications G-tAxA;;G:(x,),..-,(x,,~~,(x,+~),.~) et 
+ A 2 G: (x,),, N --+ (x0, (&+lL~ NJ sont des isomorphismes de 
groupes ordonnes. Nous allons etablir par l’absurde que les groupes ordon- 
nes G g A G A G G et Hr A G G ne sont pas isomorphes en montrant 
que, si f: G --f H est un isomorphisme de groupes ordonnes, aiors, f(uo) ne 
peut appartenir a H. Ce fait est consequence des eux iemmes suivants: 
LEMME 3.1. On a f(uO)=(an)ntN aljec a,6(Ao+ .‘. +A,)- 
(A,+ ... + A,-,) pour tout entiern. 
~~rno~~t~Qt~0~. Pour tous entiers natur m, n, on note G,,,, n (res 
H,T,,.,) I’ensemble des elements de G (resp ) qui s’ecrivent x = (Xk)k l rm 
avec x,=0 pour k<m et x,,,E+,>. sous-groupes convexes 
de G (resp. H) sont les G,,, et {O} et (0 > ). L’inclusion 
G k.l c G,,, (resp. Hk.[ c H,,,) est vraie si les entiers k, I, m, n 
verifient k > m ou (k = m et I > n). 
a f(Gm,, I= ffm,n quels que soient les entiers pn, n, puisque les 
is rphismes de groupes ordonnes transforment les sowgroupes con- 
vexes en sous-groupes convexes. 
our tout entier Y, la restriction de f B +A,= (x = (x,),~ N E + A j 
x, E A, pour tout entier n} est un automorphisme de + A,, dam la mesure 
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oh +A, se delinit dans G (resp. H) comme l’intersection des pPG (resp. des 
p:H) pour k entier. Ainsi, quel que soit l’entier r, on a 
avec ar,n E A, pour tout entier n, u.r,n = 0 pour n d r - 1 et ur,r # 0. 
On en dtduit f(u,)=(a,),,. avec a,~(&+ ... +A,)- 
(A, + ... + A,- i) pour tout entier n. En effet, pour chaque entier n, on a 
puisque 
f(uo) - f f(U l,, 0 >“‘, 0 ,... 1 
r=O r zL5ros 
=A,@&, ln+l,.-., Lfp,...)~K+l,o 
n + 1 rtros 
(W, ln+l,..., L+p,...) 
n + 1 ziros 
appartient a G, + l,o. 
LEMMJZ 3.2. H ne contient aucun dlhnen t x= klLE N avec 
X,E (A,+ ..* +A,)-(A,+ ... + A,- 1) pour tout entier n. 
Ddmonstration. Un element de H s’ecrit 
avec 
~=bn)nsrw~ +A, kE N, a,,..., u,EZ* et r(l)< ... <r(k). 
Du fait que y appartient a + A, il existe un entier N tel que yn = 0 pour 
tout entier n 3 N. Si k est nul, on a x, = yn = 0 E A, + . . . + A, ~ I pour tout 
entier n 3 N. Sinon, pour tout entier n 3 sup(N, -r(l)), on a x, = 
a1 ln+, + ... +akln+r(k) E (A,+ ... +A,+.,,,) - (A,+ ... +A,+q+-), 
ce qui contredit a nouveau x, E (A, + . . . + A,) - (A,+ . . . + A,- 1) 
puisque r(k) est impair. 
Remarque. 11 resulte de la proposition 1.3 que le groupe ordonnt G du 
contre-exemple 1.4 est (00, o)-elementairement equivalent a Z 2 G. En 
effet, Z est un groupe libre et G est un sous-groupe de x Z contenant +Z 
et muni de l’ordre induit par celui de 2 Z. 
Par contre, dans le contre-exemple 1.5, les groupes ordonnes dtnom- 
brables G et A 2 G n’etant pas isomorphes, ils ne sont pas (co, o)-Clemen- 
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tairement equivalents, bien que G soit un sous-groupe de x A ~o~t~~a~~ 
+A et muni de l’ordre induit par celui de 2 A. Ceci montre la ntkessite de 
I’hypothese ‘“A hbre” dans l’enonce de la proposition 1.3. Toutefois, G et 
A 2 G sont tltmentairement equivalents, conformement au corollaire 8.9. 
4. D~ONSTRATION DU TH~OR~ME 1.6 
Nous etablirons tout d’abord le lemme suivant: 
LEMME 4.1. Si H est un groupe ordonnd, K un groupe ordon& w,-saturC 
et f un isomorphisme de H 2 K vers K, alors, K est ~~o~or~~e d 
lx If) 2 (C-L, .f”(K)). 
DCmonstration. Conformement au lemme 2.2, fL,rmfnCK) at ml 
sous-groupe convexe de K et K/M est isomorphe a sous- 
contenant + H et muni de l’ordre induit par celui de 2 N. 
tout Clement u > 0 de H, M est l’ensemble des elements x E M qui verifient 
pour chaque entier n 3 1 la formule x+ <J”(U). 
Nous allons, dans un premier temps, prouver que est w,-sature en 
‘apres [S, Corollaire 4.11, p. 1591, il suffit pour ccl 
mble consistant au plus denombrable 
parametres dans M qui sont combinaisons booleennes 
(1) cp(v)=(3y)(ky=lv+a) avec HEN, EEL et aEM. 
Le sous-groupe M &ant pur dans K, pour tome formule cp du type (I ) et 
tout b EM, cp(b) est vrai dans K si et seulement si q(h) est vrai dans 119. 
Cette propriete passe aux formules q E C. 
Des iors, pour n’importe quel element u > 0 de N, &ant don& f’ensembk 
de formufes C’(v) = ( v’ <f”(u) 1 M> I>, chacune des ~ro~ri~t~s (a), (b)> 
(c), (d), (e) ci-dessous entraine la propriete suivante: 
(a) Z(v) est consistant dans M, 
(b) toute partie iinie de E(v) est reakiste dam X par un element 
de M, 
(c) C(v) u Z’(v) est consistant dans K, 
) C(V) u Z’(v) est r-talk? dans K, 
(e) C(v) est rtalise dans K par un element de 
(f) Z(v) est realist: dans M. 
Ainsi, M est u,-sature en tant que groupe. ke groupe K etant une exten- 
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sion pure de M, ii existe d’apres [S, Lemme 4.1, p. 1521 un sous-groupe 5’ 
de K virifiant S n M= (0) et tel que K soit engendre par S et M. On a 
K r S g M z (K/M) G M puisque M est un sous-groupe convexe de K. 
On a deja vu que K/M est isomorphe a un sous-groupe de x H con- 
tenant + H et muni de l’ordre induit par celui de G H. 11 nous reste A 
etablir que les hypotheses “L sous-groupe de x H contenant + H et muni 
de l’ordre induit par celui de G H” et “L 2 M groupe ordonne o,-saturt” 
entrainent L = G H. 
Pour cela, il suflit de demontrer que, pour toute suite (x,),, rm d’elements 
de H, il existe au moins un element y E M tel que ((x,), E rm, v) E L x M. 
On considere, pour chaque entier nature1 r, l’tlement 
zr = ((z,(n)),, N> 0) E ( + H) x M c L x M obtenu en posant z,(n) = x, pour 
IZ <r et z,(n)=0 pour IZ > r; on se donne igalement un element 
t, = ((t,(n)),, N 2 O)e(+H)xMcLxM avec r,(n)=0 pour n#r et 
t,(r) > 0. 
L’ensemble de formules C(v) = {(u - z,)+ < t, 1 n E N } est consistant 
dans le groupe ordonnt L G M puisque chaque element z, verifie 
(zr - zn) + < t, pour tout entier y1< Y. Compte tenu de la o,-saturation de 
L g M, il existe un element x E L 2 M qui realise .Z Un tel Clement s’ecrit 
necessairement x = ((x,), E hl, v) avec y E M. 
DPmonstration du th.&ordme 1.6. Pour ttablir que (2) implique (1 ), il 
suflit de prendre G = 2 (B G D). En effet, on a G r B G D 2 G, d’oh il 
resulte G = B G D 2 G et, en appliquant (2), G = D G G E 2 (D 2 B). 
Nous allons maintenant prouver que (1) entraine (2). Ici, pour tout 
groupe ordonne M et tout ultrafiltre U, on note Mu l’ultrapuissance nuM. 
Si le groupe ordonne G est tel que B G D 2 G = G, il existe, confor- 
mtment a [l, Theoreme 6.1.15, p. 3191, un ultraliltre U pour lequel G” est 
isomorphe a (B 2 D G G)U = B” 2 D” G G”. 11 est toujours possible de 
choisir U non ao,-complet. D’aprb [l, Theoreme 6.1.1, p. 3051, on a alors 
GU w,-sature. Les groupes ordonnes G et D 2 G &ant Clementairement 
equivalents a G” et D” 2 G” respectivement, on est ramene a montrer que 
GU et D” 2 G” sont Clementairement equivalents. 
Pour cela, on considere un isomorphismef: G” + BU x D” x G” et on 
applique le lemme 4.1 en posant H= B” g D” et K= GU: on obtient 
GUr( 2 (B” 2 D”)) 2 (finENfn(GU)) et D” G GUzz( 2 (D” G BU)) x 
m,dwv. 
Pour demontrer que G” et D” G G” sont elementairement equivalents, 
il nous suftit maintenant d’etablir l’equivalence elementaire de x (BU 2 D”) 
et 2 (D” g BU). Or, x (B 2 D) et G (D G B) sont elementairement 
equivalents, conformement A (l), et on a 2 (BU 2 D”) E i; (B G D) et 
2 (D” G B”) = 2 (D !? B), d’apres [S, Thtoreme 5.3., p. 771 applique a 
[S, Exemple 4.9, p. 751. 
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5. 6TUDE DU CONTRE-EXEMPLE 1.7 ET DE L’EXEMPLE 1.8 
ans un groupe ordonne M, il est possible de considerer Ies formules: 
S(Y) y>o A (Vz)(V't)[(2z<y A 2t<y)+ 2(z+ t)<y], 
(Xl (3Y)c2x+ <Y * xY)l> 
B(u) (3v)(3x)[u = 2) +x A (3W)(G = 2w) A R(x)]. 
La formule S(y) dit que les elements z qui verifient 22 + < y former-n un 
sous-groupe convexe C de M; l’image de y dans M/C est alors le plus 
element positif de M/C. 
La formule R(x) dit qu’il existe un sous-groupe convex& C de M qui con- 
tient x et tel que M/C admette un plus petit element positif. On notera 
M(R) l’ensemble des elements de M qui verifient ce 
E’ensemble M(R) est un sous-groupe convexe de , ou bien if est vide. 
En effet, si x et y verifient la formule R, il existe de 
C, D de M contenant respectivement x et y tels que 
chacun un plus petit Clement positif; l’un des deux sons-groupes convexes 
C, D contient ntcessairement l’autre; d&s lors, x, y et x + y appartienne~t a 
ce sous-groupe et x + y verifie la formule lie. D’autre part, si x vtrifie la for- 
ule R, il en est evidemment de m&me pour tout element w tel que 
w +6x’. 
S’il existe un plus grand sous-groupe convex& C de tei que M/C 
admette un plus petit element positif, on a (R) = c. ns le cas con- 
traire, M/h4(R) n’a pas de plus petit Clement positif. 
La formule B(u) dit que u appartient au sons-groupe (gCnera!ement non 
convexe) de engendre par 2M et M(R). On notera M(P) ce sous-groupe. 
CQNTRE-EXEMPLE 1.7. Les groupe 
as de sous-groupe convexe propre. 
Go= (X=(Xi,yT)lEvEG / x,=0): 
N= X(D x B), 6-I,= (X=bX;:L.Jltrm~ I x,=0), 
H, = (x = (Xi, yj)iE N E H / x0 =yo = O]. 
Le plus grand sous-groupe convexe propre de G est 6,. ke groupe 
ordonne G/G, z Z admet un plus petit Clement positif. Par consequent, GO 
est le plus grand sous-groupe convexe C de G tel que G/C admette un plus 
petit element positif: on a G(R) = GO, G/G(R) z 72 et /G/G(P)/ = I;Z/ZZi = 2. 
Ee plus grand sous-groupe convexe propre de est H,. ke grou 
ordonne H/E-I, z Z [&I n’admet pas de plus petit 
grand sous-groupe convexe propre de W apt-es 
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ordonne H/H, z Z [J”i] j; Z admet un plus petit element positif. Par con- 
sequent, H, est le plus grand sous-groupe convexe C de H tel que H/C 
admette un plus petit element positif: on a H(R) = HI, H/H(R) z 
a[&] ; Z et IH/H(P)I = I(Z x Z[&])/2(E x H[&])[ = 8. 
Les groupes ordonnes G = 2 (B G D) et H= 2 (D g B) ne sont pas 
Clementairement equivalents puisque la formule 
est vraie dans G, mais non dans H. 
EXEMPLE 1.8. Conformement a [lo, Chap. 4, Sect. III], on a 
Q s L = Z, ce qui entraine 
X(Z G Q)rZ G (i;(Q x Z))-(Q ;; Z) ;;: (;;(a j; Z))r ;;&I! j; 27). 
Si G = G (Z ? 62) et H = 2 (Q G Z) ttaient isomorphes, il en serait de 
meme pour G/G(R) et H/H(R). Or, il est facile de montrer, en reprenant les 
arguments utilists dans l’ttude du contre-exemple 1.7, que 
et 
d’oh il rtsulte 
H(R)= {x=(x,,.~,Lru~HI XO=YO=% 
G/G(R)rZ et H/H(R) z Q 2 Z. 
BIBLIOGRAPHIE 
1. C. C. CHANC ET H. J. KEISLER, “Model Theory,” Studies in Logic No. 73, North-Holland, 
Amsterdam, 1973. 
2. A. S. L. CORNER, On a conjecture of Pierce concerning direct decompositions of abelian 
groups, dans “Proceedings of the Colloquium on Abelian Groups,” Akademiai Kiadb, 
Budapest, 1964. 
3. F. DELON, Ptriodicitt des theories tlementaires des corps de series formelles it&es, 
J. Symbolic Logic 51 (1986), 334-3.51. 
4. M. A. DICKMANN, “Large Intinitary Languages,” Studies in Logic No. 83, North-Holland, 
Amsterdam, 1975. 
5. P. C. EKLOF ET E. R. FISCHER, The elementary theory of abelian groups, Ann. Math. Logic 
4 (1972), 11.5-171. 
PRODUITS DE GROUPES ORDONN6S 467 
6. P. C. EKLOF ET S. SHELAH, On groups A such that A @ 7” r A, $ paraitre. 
I. L. FUCHS, “Infinite Abelian Groups,” Vol. I, Academic Press, New York, 1970. 
8. S. FEFERMAN ET R. L. VAUGHT, The first order properties of products of algebraic systems, 
Fund. Math. 47 (1959), 57-103. 
9. C. R. KARP, Finite-quantifier equivalence, dans “The Theory of Models (Proceedings 
of the 1963 Internationa! Symposium at Berkeley),” pp. 407412, North-Nollaed, 
Amsterdam, 1972. 
iO. 6. KREISEL ET J. L. KRIVINE, “Elkments de Logique Mathkmatique,” Monographies de !a 
Socitt& Maihematique de France, No. 3, Dunod, Paris, 1967. 
